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【摘 要 1 广义遗传算法 以 M o gr an 的基因理论及 lE d ir d ge 与 oG ul d 的间断平衡理论为依据
,

同时融

合了 M ay
r

的边缘物种形成理论和 B e rt al an ffs 一 般系统理 论的一些思想
,

这是其在生物学原理 上优

于经典遗传算法的本质所在
。

本文对经 典遗传算法和模拟退火算法的数学基础进行 了系统的分

析
,

指 出其效率低 的原 因所在
,

在此基础上
,

重点阐述了广义遗传算法 的数学结构
,

对该算法的全局

收敛性进行 了证 明
。

〔关键词 〕 广义遗传算法
,

基因理论
,

一般系统理论
,

数学结构
,

全局收效性

20 世纪 7 0 年代前后
,

北美 和欧洲的一些科学

家开始探索用模拟生物进化的方式求解复杂优化问

题
,

其 中
,

以 H o l一a n d 提 出的遗传算 法 ( g e n e t i。 a l即
-

石 th m
,

G A )最具代表性 [ ’ 〕。
50 年代 以来

,

H o
p if e一d 解

决了反馈型人工神经网络 ( A irt icf ial N eu alr N et w o
kr

,

A N N )的迭代稳定性问题 [ 2〕 ,

R u m el ha rt 等人重新发现

了 B P 算法
,

解决 了多层前向网络 中隐节点 的学习

问题 3[]
,

董聪等人对 B P 算法做 了推广 [’]
,

揭示 了前

向网络逼近与泛化的内在机理 [ ’ ,6]
,

建立 了前 向网

络拓扑结构学习的通用算法川
,

解决了前 向网络对

于离散点集 的全局最优逼近问题【8】。
A N N 在探索

智能形成机制方面所取得的成就给人以启示
:

研究

智能的最好方式是 向人类 自身学 习
,

在几十亿年的

进化过程中
,

生物体形成了一种优化 自身结构 以适

应环境变化的内在机制
。

A N N 对 AI 的主要贡献是

解决了智能系统如何从环境 中自主学习 的问题
,

G A

的新一代支持者则试图揭示学习过程在基因层次上

究竟如何实现 [g J
。

经典遗传算法在生物原理方面 以 D a wr in 的进

化论 ( 18 59 )和 M e n d e l 的遗传因子理论 ( r 86 5 )为依

据 ;在算法实现方 面
,

它具备 了结 构上的隐含并行

性
、

计算原理上的随机性和 自适应性
。

关于随机优

化算法可以解决非线性 系统的全局最优化 问题
,

自

适应方法可 以解决机器学 习问题
,

并行算法具有极

高的计算效率的信念
,

使得遗传算法的研究和拓展

迅速成为国际学术界和工程界关注的热点 〔’
,

卜
” 〕。

董聪对经典遗传算法 的操作程序进行 了系统的剖

析仁9〕 ,

纠正了作为经典遗传算法数学基础的 s ch e m a

定理中的一些错误
,

发现并证 明 了广义 S ch e m a 定

理
。

董聪指出
,

算法 的随机性并不是保证算法具有

解决非线性系统全局优化 问题的充分条件
,

要真正

实现全局最优化 的功能
,

必须通过设计合理的算法

结构来保证
。

广义遗传算法最初是作为一种求解全局优化问

题的数学方法提 出来的
,

目的在于解决经典遗传在

逻辑结构和计算原理上存在的一些 问题
,

并没有特

别强调其非 D a

丽
n 进化论 的生 物学原理 9[]

。

文献

仁12 ]采用广义遗传算法成功地解决了目前世界上单

跨最长的铁路
、

公路两用桥— 香港青马大桥传感

器群的最优布点设计问题
,

同样的问题在经典遗传

算法的框架下得不出合理的设计方案
。

无论是模拟

计算还是实际应用
,

广义遗传算法在计算效率方面

的优势都很明显
,

但并不清楚这个早先源于逻辑推

理的算法是否为生物系统实际采用
。

文献「13] 对广

义遗传算法重新做 了诊释
,

并正式将 M o gr a 。
的基因

理论 ( 192 0) 和 lE d d d罗 与 oG
u dl 的间断 平衡 理论

( 19 7 2 )作为其主要 的生物学依据
。

与此 同时
,

广义

遗传 算 法 还 融 合 了 M ay
r

的边 缘 物 种 形 成 理 论
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( 1% ) 3和 B er ta la n场 一般系统理论 ( 17 ) 9 3的一些思

想
。

文献仁1 3〕标志着广义遗传算法和经典遗传算法

在生物学原理上的彻底分离
。

本文重点阐述 了广义

遗传算法的数学结构
,

对该算法 的全局收敛性进行

了证明
。

广义遗传算法的数学结构

求解 以下非线性优化问题
:

m ax f ( X )
,

X 二
(
x , , x Z ,

…
, 二 。

) 任 K 〔 R
n

( l )

其中
,

K 为紧子集
。

定义 s 二 二 1 、 2… ; 。

为串
,

,

中的任一固定段为模式 ( s hc e m a )
, 二 :

为染色体
, x :

中

的固定位 为基 因
,

f ( X ) 为适应 值 函数
。

从形式
_

L

看
,

串 s 对应于 M o
gr an 基 因理论 中的基 因型

,

适应

值函数 f ( x )对应 于表 现型
,

s ch e m a 对应于基 因族

或基因组
。

采用 上述符号
,

广义 Sch e m a 定理可表示

为〔” ) :

m ` “
,

` · ` ,全 m ( H
,

“ ,

华
(卜

尸
。

(、 )

碧 )
口

·

`” ,

(卜
尸。 ( 、尸{
是鱼 )

口爪 ` ” ) ( 2 )

其 中
,

m ( H
,

k) 是第 左代种群 中含有给定模式

H 的串的总数 : f ( H )是种群中含有给定模式 H 的串

的平均适应 值
; f 是种群的平均适应值

;
d( H )是模

式 H 的长度 (模 式 H 最外侧 的两个 给定 基因间的

距离 ) ; d’ ( H )是模式 H 所包含的基 因总数 ;l 是串

的长度 ; 只 是交换操作概率
; O

。

( H )是交换阶次 ; 尸m

是突变操作概率
; 0 n(t H )是突变阶次

。

经典 Sc ha m a 定理的表达形式为〔`〕 :

m ( H
,

k + l ) 七 m ( H
,

k )

( l
一

凡 ( 、 ) )
0 . ( H )

或

m ( H
,

k + l ) 全 m ( H
,

k )

( 1
一

mP ( k ) O m ( H ) )

(
` 一 p

。

( 、 )

把
,

)
( 3 )

(卜
尸

。

( 、 )

碧 )
( 4 )

仅当突变点位于 Shc
e m a

域内的基 因位时
,

突变操作

才会破坏给定模式
。

因此
,

经典 Sc he m a 定理对突变

操作破坏 给定模式 的概率描述并不 正确
。

不难看

出
,

广义 cS he m a

定理除 了纠正经典 cS he m a 定理 中

的错误外
,

还将其适用范围做了延拓
。

D a , in 进化论 的核心在于 自然选择
,

而 自然选

择的基本素材是生物界普遍存在着 的变异 (包括突

变 )现象
。

D a 、 in 认为
,

可遗传的变异是实现进化的

前提
。

从形式上看
,

广义 Sch e m a

定理没有说明有利

的变异在进化过程 中如何通过选择进行 累积
,

变异

在其 中的作用似乎只是破坏性的
,

而不是它本应具

有的积极作用
。

另外
,

受 D a

二
n 进化论 的影 响

,

经

典遗传法更强调选择的重要性
,

而忽略 r 突变在进

化
、

特 别是 在定 向进化过 程 中的积极 作用
。

广义

S Ch e m a

定理证明 了可通过选择使优 良个体的繁衍

机会增加
,

从而有利于实现局部最优化 ;但对交换和

突变在确保解空间各点可达性方面的重要作用
,

却

米能提供任何有利的依据
。

换句话说
,

无论从经典

D a wr i
l l

进化论 的角度 还是从其他 更广泛 的角度来

看
,

经典遗传算法在数学结构上均存在缺陷
。

与 H ol lan d 以归纳逻辑的方式从 D a wr in 的进化

论和 M en de l 的遗传因子理论 出发建立经典遗传算

法的思路不同
,

广义遗传算法是通过演绎逻辑的方

式建立起来的
:

首先建立一个逻辑
_ _

L合理的算法框

架
,

然后证明这种框架在数学上是高效的
,

最后是检

验该算法是否为生物系统所采用
。

从数学上讲
,

一种算法要想具备实现全局最优

化的功能
,

它只需满足两个条件
:

( l) 具有实现局部

最优化的能力 ; ( 2) 具有从一个局部最优状态向下一

个更好的局部最优状态定 向转移的能力
。

正是在这

样一种思想的指导下
,

我们创立 了广义遗传算法
。

在生存选择中
,

广义遗传算法采用了 四 ( n 点交

换时实际为 2
“ + , 。

为论述简洁
,

以下均称为
“
四

”

)

分之二择优选择 的方式
,

即在基 因交换或基 因突变

的过程中
,

允许父辈和子代进行竞争
,

并让其中的优

良者进人下一轮的竞争环境
。

此举保证了算法的迭

代稳定性
,

并使其具备 了实现局部最优化 的功能
。

J
` 一

义遗传算法借助于 以基 因型 的多点 突变操作 为

主
,

以基因交换为辅的策略
,

实现从一个局部最优状

态向下一个更好的局部最优状态的定向转移
。

由于

采用 了局部最优状态 的定向转移
,

使算法为获得全

局最优
,

其搜索域不必覆盖整个解空间
,

而只需覆盖

感兴趣的有限解空间即可
。

换句话说
,

广义遗传算

法摈弃 了传统随机优化方法普遍采用的遍历搜索策

略
,

转而采用定向演化模式
。

卫
ù

fH一f工
·

艺

2 广义遗传算法全局收敛性证明

设 (/ x )存在 m ( 。 更 l) 个取值不同 (相 同者进

行归并 )的状态
,

并将各状态根据其取值大小按升阶

排列
:

f( 万 .

) < f ( X Z ) < … < f ( X
;

) < 二 < f (戈) < …

<
f( X衬

。

设系统 目前正处在状态 x
, ,

定义
:

X广二 } X
:

f ( X ) > j
’

(刃
,

) { ( 5 )

将 x 户所包含的状态数定义为 n
` ,

则 n
,

为 艺的

单调减的数
。
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定义 j i t为系统从状 态 x
:

转移 到状态 戈 的概

率
,

则

p ( 刃
`

~ 尤广)
J

头
; ” ( X

`

~ xj ) =

J

头
. `。全 p ( X

!

一凡 ) = `。 ( V ` < j ` m ) ( 6 )

其中
,

尸 ( X )表示事件 (状态 ) X 发生 (出现 )的

概率
。

经典遗传算法实现全局最优功能的前提之一是

要求状态 X * 和状态 xj 之间相通 ( ix ~ 戈 )[
` 4 〕。

从式

( 6) 可 以看 出
,

状态的单 向可达性 ( x `
~ x 广

,

V i <

m )是广义遗传算法实现全局最优 的充分条件
。

进

一步
,

我们从最大值状态开始
,

按单 向可达
J

胜关系逆

向绘制一个树状网络
,

可以推知
,

只要当前状态位于

或可达上述树状 网络的任意一个枝权
,

则必可保证

广义遗传算法收敛于全局最优状态
。

解空间的遍历

搜索对经典遗传算法实现全局最优功能是必要的
,

但对广义遗传算法则并不必要
。

事实上
,

解空间的

遍历性是广义遗传算法实现全局最优功能的强充分

条件
。

同样可 以看出
,

选择算子的作用在于保证进

化进程的方向性
,

因此
,

经典遗传算法将选择算子取

为概率算子的做法并无必要
。

综上所述
,

与经典遗

传算法相比
,

广义遗传算法实现全局最优化的条件

非常宽松
。

对于组合优化问题
,

解空间的状态数是有限的
。

由于局部极大值点的数 目恒少于其状态数
,

因此
,

广

义遗传算法必可保证在有限步内实现问题的全局最

优化
。

而且从香港青马大桥传感器群的最优布点设

计成功
,

说明广义遗传算法的计算效率达到了大型

工程上可实用的程度
。

3 经典遗传算法 和模拟退火算法 的全局优

化能力

在经典遗传算法和模拟退火算法全局优化能力

的证明中
,

均使用了有限时齐 M a
kr o v 过程这一重要

的数学工具
。

下面对有 限时齐 M a kr vo 过程 的有关

特性及与经典遗传算法和模拟退火算法的关系做简

要 的介绍和评论
。

定义 1 有限时齐 M a
kr vo 过程是指满足下列条

件的一类随机过程
:

( l) 状态集为一个有限集合 X 二

{ x , ,

x : ,

…
,

万。 } ; ( 2 )从状态 X ` 转移到状态 Xj 的转

移概率 尸ij和时间起点无关
。

根据以上 2 点
,

可定义

m 、 m 阶矩阵 P 二 ( 尸护为概率转移矩阵
。

P 满足以

下关系
:

艺 尸。
` i

,

j ` m ( 7 )

定义 m 维 向量 1J
。 二 (洲

,

谓
,

…
, 二

橄)
,

记 产 =

( P
,

IT 。 )表示初态为 11
“ ,

概率转移矩阵为 P 的有限

时齐 M a kr vo 链
。

则对一切正整数 k 有

Tl
“ =

Tf
“ 一 ’ P 二

11
OP k ( 8 )

其中
,

谓表示过程 x 初始时刻 x ( 0) 处于状态

x
。

的概率
。

11
人 是行 向量

,

其第 i 个分量是第 k 步

后过程 X ( k) 处于状态 X
`

的概率
。

可 以看出
,

有限

时齐 M a kr o v 过程在任意时刻的状态 11
“ 由其初始分

布什。 和一步转移概率矩阵 P 唯一决定
。

定义 2 记 尸冰k )为时齐 M a kr vo 链的 k 步转移

概率
。

设 X` ,

戈任 x
,

如果存在 某一个正整数 k
,

使

得 尸ij ( k ) > 0
,

则称状态 X ` 可达状态 xj
,

记作 x
`

~

xj
。

反之
,

如果对一切正整数 k
,

都有 尸扒k ) 二 0
,

则

称状态 x ` 不可达状态 xj
,

记作 X ` l~ 戈 且 xj ~ X ` ,

则称状态 X
`

和状态 xj 是相通的
,

记作 X
`

。 xj
。

定义 3 设 X ( 0 ) = X ` ,

X
`

任 x
,

称 ijT
二 而 n } k l X

(0 ) = X
` ,

X ( k ) 二 xj }为从状态 X ` 出发到状态 戈的

首达时间
,

其 中
,

k 为正整数
。

设 洲
= 尸 ( X (0 ) =

X `
) > 0

,

X
。

任 x
,

则

寿 ( k ) 二 p ( .jT
二 k I X ( 0 ) = 戈 ) 二 p ( X ( k ) 二 X,

,

X (
s

) 笋 Xj
, s 二 l

,

2…
,

k
一

1 I X ( o ) 二 X
:

) ( 9 )

称为 自状态 X
`

出发
,

经 k 步转移首次到达状态 戈

的概率
,

简称首达概率
。

定义 礴 ifj
二

恿ifj ( “ ) ( `0 )

定理 l .fj > o 的充要条件是 X
。

~ xj
,

X `。 xj

的充要条件是 fjt > o 和 石
、 > 0

。

定义 5 如 关` 二 1
,

则称状态 X
`

是常返状态
,

如

if ` < 1
,

则称 X `是非常返状态
,

或滑过状态
。

定理 2 如 xj 是常返 的
,

则从状 态 X
`

出发
,

aM kor
v

链将以概率 1无穷多次进入状态 x,
;如 戈是

非常返状态
,

则从状态 iX 出发
,

M a
kr 0 V 链无穷 多次

进人状态 凡 的概率是 O
,

或者说 M a kr vo 链只能有限

次地进人状态 xj
。

定义 6 一个 M akr vo 链
,

如果 除了整个状态空

间构成一个闭集外
,

不可能再分解 出更小的闭集
,

则

称 M a kr
o v

链为不可约的
。

定理 3 不可约有限 M a kr vo 链只有正常返状

态
。

定义 7 如果对 X
: ,

xj 任 x
,

存在不依赖于 X `
的

极限 h m 尸j(t k) 二
弓 > o

,

则称此时齐 M a庆vo 链具
k

一

卡 的
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有遍历性
。

定义 8 如果一个 M a
k r

o、
链 拼 = ( p

,

Tl
。 )

,

且二在

一个正整数 、 ,

使得 11
’ + “ =

11
’ ,

( k = 1
,

2
,

… )
,

则称

其概率分布向量 11
`

是平稳的
,

或把 11
’

叫做平稳概

率分布向量
。

定理 4 任一 M a kr
o 、
链都有一个平稳的概率分

布向量
。

定理 5 M a kr o v 链是遍历 的
,

其 充分 必要条件

为它有唯一的正的平稳概率分布向量
,

且该正 的平

稳概率分布向量就是它的极限分布向量
。

经典遗传算法和模拟退火算法全局优化能力的

证明方式是类似的
:

首先构造一个概率转移矩阵 P
,

证明其 所属 的时齐 M ar ko v 链是 遍历 的
,

由定 理 5

知
,

它有唯一正的平稳概率分布向量
,

且该平稳概率

分布向量就是它的极限分布向量
。

由于极限分布向

量是正的
,

故算法具有全局优化能力
。

事实
_
_

L
,

只需极限分布 向量 中对应于最大 (最

小 )值状态的概率分布分量为正
,

即可证明相应的算

法具有全局优化的能力
,

再进一步分析
,

设算法的初

始状态为 X
: ,

目标状态 为 Xo
,

定义 iT
。 二 m i n ! k {尤

(0 ) 二 x
` .

洲 k ) 二 X
。

{
,

则 全局优化算法设 计的 目标

应当是 兀在某种意义
_

L (如在均值意义上 )为最小
。

可见
,

经典遗传算法和模 拟退火算法在算法设计 上

存在着 目标不明确
、

功能冗余等问题
,

这些问题从根

本上降低了算法的计算效率
。

在进化程序上
,

广义遗传算法和经典遗传算法

有所不同
。

经典遗传算法 的进化程序为
:

双亲选择

~ 基因交换~ 基因突变 ~ 生存选择 ~ 下一代种群
;

广义遗传算法的进化程序为
:

双亲选择
一

, 基 因交换
一 , 一家四 日 ~ 四分之二生存选择 ~ 基因突变

一 ,

一家

四 口 一 , 四 分之二生存选择 ~ 下一代种群
。

也就是

说
,

广义遗传算法采用 了定向进化的方式
,

并将选择

原则贯彻于整个生命周期
。
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